サンプリング回路の解析と設計に関する研究 by 新井, 美保
平成 24年度 修士論文 
 
 
 
 
 
 
 
 
サンプリング回路の解析と設計に関する研究 
Research on Analysis and Design of Sampling Circuit 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
指導教員    小林 春夫 教授 
 
 
群馬大学大学院工学研究科 
電気電子工学専攻 
 
新井 美保  
1 
 
目次 
第 1章 序論 .............................................................................................. 3 
1.1 研究背景 .................................................................................................................3 
1.2 研究目的 .................................................................................................................3 
第 2章 サンプリング技術 ............................................................................. 4 
2.1 サンプリング ............................................................................................................4 
2.2 トラック・ホールド（T/H）回路.....................................................................................4 
2.3 T/H回路の動作 ......................................................................................................4 
2.3.1 トラックモード .......................................................................................................5 
2.3.2 ホールドモード .....................................................................................................5 
2.3.3 トラック・ホールドモード ........................................................................................5 
2.4 サンプリング定理 .....................................................................................................6 
2.4.1 等価時間サンプリング .........................................................................................7 
2.5 有限アパーチャ時間.................................................................................................8 
2.5.1 有限アパーチャ時間の定義 .................................................................................8 
2.5.2 有限アパーチャ時間の影響 .................................................................................9 
第 3章 フーリエ解析 ................................................................................. 10 
3.1 フーリエ変換 ......................................................................................................... 10 
3.1.1 時間軸の推移 .................................................................................................. 10 
3.1.2 矩形波のフーリエ変換 ....................................................................................... 11 
3.1.3 三角波のフーリエ変換 ....................................................................................... 11 
3.2 畳込み積分........................................................................................................... 12 
3.3 短時間フーリエ変換 .............................................................................................. 12 
第 4章 不確定性原理 ............................................................................... 13 
4.1 不確定性原理とは ................................................................................................ 13 
4.2 不確定性原理の導出 ............................................................................................ 13 
第 5章 非線形性解析 ............................................................................... 16 
5.1 問題設定 .............................................................................................................. 16 
5.2 オン抵抗と高調波歪の影響の明示式 .................................................................... 17 
5.2.1 導出式の考察 .................................................................................................. 26 
5.3 オン抵抗と高調波歪の影響の明示式の検証 ......................................................... 27 
5.4 まとめ ................................................................................................................... 27 
第 6章 有限アパーチャ時間の影響解析 ...................................................... 29 
6.1 問題設定 .............................................................................................................. 29 
6.2 有限アパーチャ時間の影響の明示式の導出 ......................................................... 30 
6.2.1 アパーチャ時間がゼロの理想的な場合 ............................................................. 30 
2 
 
6.2.2 アパーチャ時間が有限の場合 .......................................................................... 31 
6.2.3 提案と従来伝達関数との整合性 ....................................................................... 32 
6.3 実効アパーチャ時間.............................................................................................. 33 
6.3.1 実効アパーチャ時間の算出 .............................................................................. 34 
6.4 アパーチャ時間を考慮した明示式の検証 .............................................................. 36 
6.4.1 検証方法.......................................................................................................... 36 
6.4.2 検証結果.......................................................................................................... 37 
6.4.3 更なる妥当性の検証 ........................................................................................ 39 
6.5 まとめ ................................................................................................................... 40 
第 7章 時間と周波数の不確定性関係 ........................................................ 41 
7.1 問題設定 .............................................................................................................. 41 
7.1.1 時定数と遮断周波数 ........................................................................................ 41 
7.1.2 アパーチャ時間と遮断周波数 ........................................................................... 42 
7.1.3 時間関数と帯域幅 ............................................................................................ 42 
7.1.4 高性能化と量子力学 ........................................................................................ 42 
7.2 アパーチャ時間を考慮した不確定性関係の導出 ................................................... 43 
7.3 考察...................................................................................................................... 44 
7.3.1 ローパスフィルタ設計の場合............................................................................. 44 
7.3.2 高周波サンプリングの場合 ............................................................................... 44 
7.3.3 アパーチャ時間とオン抵抗の両方を考慮した高周波信号サンプリングの場合.... 45 
7.4 離散フーリエ変換における時間・周波数の関係 ..................................................... 45 
7.5 今後の検討課題 ................................................................................................... 46 
7.5.1 光と運動エネルギー ......................................................................................... 46 
7.5.2 小澤の不等式 .................................................................................................. 46 
7.6 まとめ ................................................................................................................... 47 
第 8章 結論 ............................................................................................ 48 
参考文献. ................................................................................................... 49 
本研究に関する業績 .................................................................................... 51 
謝辞   . ................................................................................................... 52 
  
3 
 
第1章 序論 
1.1 研究背景 
 近年、携帯電子機器の小型軽量化が進み、電子回路を1つのチップ上に集積回路として実現す
ることが望まれている。また、低コストで 1チップ化をするために、アナログ・ディジタル混載LSIの
需要が高まっている。この LSI の重要な回路としてアナログ・ディジタル（A/D）変換器がある。
A/D 変換には量子化・符号化という処理があり、その変換時間が必要となる。そこで、アナログ信
号を一時的に保持することのできるサンプリング回路が必須となる。サンプリング回路で発生した
誤差はデータ変換器の誤差となり、最終的なディジタル値にまで影響を与えてしまう。そのため、
サンプリング回路の高性能化が求められている。 
 また、機器の小型化に伴い CMOS プロセスの微細化が進み、通信・電子計測分野での送受信
信号の高速・高周波化が進んでいる。そのため、サンプリング時の非理想特性の影響が顕著にな
り、A/D変換の性能面に多くの問題をもたらしている。これは、アナログとディジタルが基本的に異
質な性質を有しているために生じる問題でもある。この点をきちんと理解しなくては高度なディジタ
ル応用技術へ発展することはできない。そのため、如何にしてこの問題に対応するかが重要な技
術的問題であると考えられる。つまり、アナログとディジタルを結ぶサンプリング回路の理解・解析
が必須であるといえる。 
 
1.2 研究目的 
 A/D 変換器に用いられるサンプリング回路の非理想特性について研究を行う。本研究では非理
想特性の非線形性、アパーチャ時間、時間と周波数の不確定性原理に着目し、それらの影響の
明確化を行う。そして、サンプリング回路の理論的基礎の確立を目指す。 
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第2章 サンプリング技術 
2.1 サンプリング 
サンプリングとは信号が連続的に変化するアナログ信号を一定時間間隔の離散的な信号であ
るディジタル信号に変換する技術のことである(図 2.1)。 
 
2.2 トラック・ホールド（T/H）回路 
 A/D変換にはアナログ信号の瞬間値を一時的に保持する回路が必要である。それが T/H回路
（サンプリング回路）である。サンプリング回路が A/D 変換作業中にアナログ信号を一定に保つこ
とで、離散信号をディジタル値に変換する時間が確保できる。サンプリング回路はアナログの世界
と信号処理システムのインターフェースの役割を果たしているため、全体的性能に相応した精度と
スピードを満たさなければならない。 
 一般的な T/H 回路はスイッチ SW とキャパシタ C によって構成される（図 2.2）。T/H 回路は基
本的に周期性を有し、保持する信号には電圧を用いている。それは電流をインダクタンスに保存
するよりも、電圧をキャパシタに保存した方が容易だからである。 
 
2.3 T/H回路の動作 
 SW をオン・オフさせることで T/H 回路は動作している。SW の各状態における回路動作につい
て述べる。 
サンプリング
時間
電
圧
T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T時間
電
圧
T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T
アナログ信号 ディジタル信号
図 2.1 サンプリング 
入力 出力
図 2.2 T/H回路 
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2.3.1 トラックモード 
 SWがオンになると入力信号に追従した電圧が出力される。この状態をトラックモードという。 
 
2.3.2 ホールドモード 
 SWがオフになると入力信号と出力信号の追従が遮断される。キャパシタにはSWがオフになる
直前の入力値が保持されており、その保持電圧が出力信号となる。この状態をホールドモードと
いう。 
 
2.3.3 トラック・ホールドモード 
 T/H 回路はトラックモードとホールドモードを交互に切り替えることでサンプリングを行っている。
その際の信号波形を図 2.5に示す。 
 
入力 出力
+  +
(a) SW：オン 
入力信号
出力信号
時間
電
圧
トラック
(b) 電圧追従 
図 2.3 トラックモード 
入力 出力
+  +
(a) SW：オフ 
入力信号
出力信号
時間
電
圧
ホールド
(b) 電圧保持 
図 2.4 ホールドモード 
時間
電
圧
T T T TＨ Ｈ Ｈ Ｈ
入力信号
出力信号
図 2.5 T/H入出力信号 
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2.4 サンプリング定理 
入力周波数𝑓𝑖𝑛のアナログ信号𝑓(𝑡)を時間間隔 𝑇𝑆でサンプリングした場合、サンプリング周波数
𝑓𝑆は1 𝑇𝑆⁄ で表される。サンプリング後のパルス状の離散信号列は標本化関数𝑔𝑠(𝑡)といい、𝑓𝑠が
𝑓(𝑡)の最大周波数の 2倍以上であれば、𝑔𝑠(𝑡) から元のアナログ信号𝑓(𝑡) を完全に復元すること
ができる。したがって𝑓(𝑡)に含まれる周波数成分を正確にサンプリングするには、𝑓(𝑡) の 2 倍以
上の周波数でサンプリングを行わないといけない。これをサンプリング定理といい、サンプリング
定理に基づいてアナログ信号を順次取り込むサンプリング方式のことを実時間サンプリングという。
入力信号周波数とサンプリング周波数との関係を図 2.6に示す。 
    
(a) 𝑓𝑆 > 2𝑓  
𝑓𝑆が高いほど元の入力信号𝑓(𝑡)に近い輪郭の波形を復元することかできる。 
(b) 𝑓𝑆 = 2𝑓  
1 つの半波波形に最低 1 個の𝑓𝑆を割り当てないと波形の輪郭を伝えることができない。これが
サンプリング定理の境が𝑓𝑆 = 2𝑓𝑖𝑛 の理由である。 
(c) 𝑓𝑆 < 2𝑓  
𝑓𝑆が2𝑓(𝑡)より極端に少なくなると、入力信号と異なった低い周波数が発生してしまう。 
(a) 𝑓𝑆 > 2𝑓𝑖�  
(b) 𝑓𝑆 = 2𝑓𝑖𝑛 
(c) 𝑓𝑆 < 2𝑓𝑖𝑛 
入力信号𝑓(𝑡) 
図 2.6 サンプリング定理 
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2.4.1 等価時間サンプリング 
変換するアナログ信号が繰り返し信号である場合、サンプリング定理を満たさないサンプリング
周波数でも、高速のアナログ信号を取り込むことができる。これを等価時間サンプリングという。 
図2.7は等価時間サンプリングの原理図である。まず、アナログ入力信号の繰り返しと同期した
トリガ信号を生成する。次にトリガ信号の各トリガ点から順次遅延が増えるようにしたサンプル信
号を作り、この信号でサンプリングを行う。つまり、サンプリング周波数はトリガ信号よりもわずか
に低く、実時間サンプリングで必要な周波数よりもはるかに低い周波数であることがわかる。また、
入力信号は繰り返し信号であるためサンプリング取得点を並び替えることで、1 周期分の入力信
号波形を得ることができる。つまり等価時間サンプリングを適用することができれば、サンプリング
定理に反した条件で実時間サンプリングと同様の結果を得ることができるのである。 
    
等価時間サンプリングには 1 つのトリガから複数のサンプリング点を生成したり、サンプル順序を
ランダムにしたりする方法もある。等価時間サンプリングは超高速信号を高い時間分解能で解析
することを可能にするが、実時間サンプリングのように単発信号や非繰り返し信号を扱うことはで
きない。 
  
入力波形
トリガ信号
サンプル信号
生成波形
図 2.7 等価時間サンプリングの原理 
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2.5 有限アパーチャ時間 
2.5.1 有限アパーチャ時間の定義 
 現実のサンプリングではトラックモードからホールドモードに切り替わる際、アナログスイッチに
駆動電圧を印加してスイッチが動作し、信号がキャパシタから切り離されるまでに時間遅れが生じ
る。この時間遅れのことを有限アパーチャ時間という。 
 
 
 
 
 
  
時間
Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ
電
圧
T T T TT
入力
出力
HT
入
力
電
圧 時間
出
力
電
圧 時間
ホールド開始
SW完全オープン
有限アパーチャ時間
図 2.8 アパーチャ時間 
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2.5.2 有限アパーチャ時間の影響 
 有限アパーチャ時間の長さが短い場合と長い場合を比較することで、有限アパーチャの影響に
ついて記述する。図 2.9より、アパーチャ時間が長くなると出力信号の振幅値が小さくなることが
わかる。つまり、アパーチャ時間は利得低下要因であることがわかる。 
 アパーチャ時間中の信号は変動分が平均化されて出力されるため、アパーチャ時間にはローパ
ス特性があることがわかる。 
 
 
 
         
 
 
 
  
アパーチャ時間
アパーチャ時間 → 長
図 2.9 アパーチャ時間の増大 
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第3章 フーリエ解析 
3.1 フーリエ変換 
 フーリエ変換とは、時間領域𝑡で表現された連続信号の関数𝑓(𝑡)を周波数領域の関数𝐹(𝜔)に変
換する技術のことである。つまり、フーリエ変換をすることで信号の周波数特性をみることができる。
フーリエ変換は次式から導出することができる。 
 
3.1.1 時間軸の推移 
 
 図 3.1のように関数が時間軸推移した場合 
 ℱ[𝑓(𝑡 − 𝑡𝑑)] = 𝐹(𝜔) ∙ 𝑒
−𝑗𝜔𝑡𝑑 (3.2)  
という関係が成り立つ。この関係は次式で示すことができる。 
 
 
  
 
𝐹(𝜔) = ℱ[𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡
∞
−∞
𝑑𝑡 (3.1)  
 
ℱ[𝑓(𝑡 − 𝑡𝑑)] = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑡𝑑 ) ∙ 𝑒
−𝑗𝜔𝑡
∞
−∞
𝑑𝑡 
= ∫ 𝑓(𝜏) ∙ 𝑒−𝑗𝜔(τ+𝑡𝑑)
∞
−∞
𝑑𝜏          (𝑡 − 𝑡𝑑 = 𝜏) 
= 𝐹(𝜔) ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑  (3.3)  
図 3.1 時間軸の推移 
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3.1.2 矩形波のフーリエ変換 
 
 
 図 3.2の矩形波の周波数特性は sinc関数を用いて表すことができる。 
 
ℱ [𝐴 ∙ Π (
𝑡
𝑊
)] = ∫ 𝐴 ∙ Π (
𝑡
𝑊
)
∞
−∞
∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡  
= A ∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
𝑊
−𝑊
 
=
2𝐴
𝜔
∙
𝑒𝑗𝜔𝑊 − 𝑒−𝑗𝜔𝑊
2𝑗
  
=
2𝐴
𝜔
 sin(𝜔𝑊) 
= 2AWsinc(2𝑓𝑊) (3.4)  
3.1.3 三角波のフーリエ変換 
 
 図 3.3の三角波の周波数特性も sinc関数を用いて表すことができる。 
 
ℱ [A ∙ Λ (
𝑡
𝑊
)] = ∫ A ∙ Λ (
𝑡
𝑊
)
∞
−∞
∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 
= ∫
𝐴
𝑊
(𝑡 + 𝑊)
0
−𝑊
∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 − ∫
𝐴
𝑊
(𝑡 − 𝑊) ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
𝑊
0
 
=
𝐴
𝜔2𝑊
{2 − (𝑒𝑗𝜔𝑊 + 𝑒−𝑗𝜔𝑊)} 
=
𝐴
𝜔2𝑊
{2 − 2cos(𝜔𝑊)} 
= 𝐴𝑊sinc2(𝑓𝑊) (3.5)  
図 3.2 矩形波 
図 3.3 三角波 
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3.2 畳込み積分 
 𝑓(𝑡), ℎ(𝑡)のフーリエ変換が𝐹(𝜔), 𝐻(𝜔)で与えられるとすると 
 
𝑔(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏) ∙ ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∞
−∞
= 𝑓(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) (3.6)  
で定義される時間関数𝑔(𝑡)のフーリエ変換𝐺(𝜔)は 
 𝐺(𝜔) = 𝐹(𝜔) ∙ 𝐻(𝜔) (3.7)  
で与えられる。式(3.6)の形を畳込み積分という。 
 定義に従って𝐺(𝜔)を計算すると 
 
𝐺(𝜔) = ∫ {∫ 𝑓(𝜏) ∙ ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∞
−∞
} ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡
∞
−∞
𝑑𝑡 
= ∫ 𝑓(𝜏) {∫ ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞
−∞
}
∞
−∞
𝑑𝜏 
= ∫ 𝑓(𝜏) {∫ ℎ(𝑥)𝑒−𝑗𝜔(𝑥+𝜏)𝑑𝑥
∞
−∞
}
∞
−∞
𝑑𝜏 
= ∫ 𝑓(𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝜏 ∙ 𝐻(𝜔)
∞
−∞
𝑑𝜏 
= 𝐹(𝜔) ∙ 𝐻(𝜔) (3.8)  
となり、式(3.7)が成立することがわかる。 
 
3.3 短時間フーリエ変換 
 短時間フーリエ変換とは信号を短時間の区分に分割し、区間ごとのフーリエ解析をすることでそ
の区間に存在する周波数を確定する。そしてスペクトル全体からスペクトルが時間と共にどう変化
するかがわかるという解析方法である。ここで、時刻 𝑡 における信号𝑥(𝜏)の性質を得る場合につ
いて考える。まず、時刻𝑡 を中心とした窓関数 𝑤(𝜏 − 𝑡) を信号に乗算し、波形を切り出す。 
 𝑥𝑠𝑡(𝜏, 𝑡) = 𝑥(𝜏) ∙ 𝑤(𝜏 − 𝑡) 
{ 
𝜏 ∶  波形を定義している時刻
𝑡 ∶  注目している時刻     
 
(3.9)  
次に式(3.9)を 𝜏 に関してフーリエ変換すると、時刻𝑡 付近における短時間スペクトル𝑋𝑠𝑡(𝑓, 𝑡) が得
られる。 
 
𝑋𝑠𝑡(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝑥𝑠𝑡(𝜏, 𝑡) ∙ 𝑒
−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏
∞
−∞
 (3.10)  
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第4章 不確定性原理 
4.1 不確定性原理とは 
 不確定性関係は「狭いスペクトルは広く、広い波形のスペクトルは狭く、そして時間波形の周波
数スペクトルのいずれをも同時に任意に小さくできない」という数学的事実を表している。 
 
不確定性原理は 1変数には決して適用されず、常に 2つの変数に対するものである。また、対
応する演算子は変換可能でないような 2変数にのみ適用可能である。不確定性原理は次の不等
式で表される。 
 
𝜎𝜏𝜎𝜔 ≥
1
2
 (4.1)  
4.2 不確定性原理の導出 
 非定常信号の解析に広く用いられている短時間フーリエ変換を用いて時間‐周波数の不確定性
原理の導出を行う。時刻𝑡 付近で切り出された波形成分である式(3.9)をエネルギーで正規化する。 
 
𝜂(𝜏, 𝑡) =
𝑥𝑠𝑡(𝜏, 𝑡)
√∫|𝑥𝑠𝑡(𝜏, 𝑡)|2𝑑𝜏
 (4.2)  
この正規化条件により、|𝜂(𝜏, 𝑡)|2は確率密度関数と同様の振る舞いをすると見なせる。そのため
式(4.2)の平均時間及び持続時間はそれぞれ平均及び標準偏差で定義される。 
 
平均時間 ： 𝜇𝜏 = ∫ 𝜏|𝜂(𝜏, 𝑡)|
2𝑑𝜏
∞
−∞
 (4.3)  
 
持続時間 ： 𝜎𝜏
2 = ∫ (𝜏 − 𝜇𝜏)
2|𝜂(𝜏, 𝑡)|2𝑑𝜏
∞
−∞
 (4.4)  
 
パルス幅: 
狭
広
スペクトル幅:
広
狭
図 4.1 不確定性関係 
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𝜂(𝜏, 𝑡) のフーリエ変換を𝛨(𝑓, 𝑡) とすると 
 
𝛨(𝑓, 𝑡) = ∫ 𝜂(𝜏, 𝑡) ∙ 𝑒𝑥𝑝(−𝑗2𝜋𝑓𝜏)𝑑𝜏
∞
−∞
 (4.5)  
となる。ここで、「エネルギーに関する時間領域と周波数領域は等価性を示す」というパーセバル
の定理より 
 
∫ |𝛨(𝑓, 𝑡)|2𝑑𝑓
∞
−∞
= ∫ |𝜂(𝜏, 𝑡)|2𝑑𝜏
∞
−∞
= 1 (4.6)  
が成り立つ。そこで𝐻(𝑓, 𝑡) の平均周波数、帯域幅をそれぞれ平均及び標準偏差で定義する。 
 
平均周波数： 𝜇𝑓 = ∫ 𝑓|𝛨(𝑓, 𝑡)|
2𝑑𝑓
∞
−∞
 (4.7)  
 
帯域幅 ： 𝜎𝑓
2 = ∫ (𝑓 − 𝜇𝑓)
2
|𝛨(𝑓, 𝑡)|2𝑑𝑓
∞
−∞
 (4.8)  
 式(4.2)を時間領域及び周波数領域で平行移動し 
 𝜇𝜏 = 0 , 𝜇𝑓 = 0 
 
となる信号𝜂0(𝜏)を考える。 
 𝜂0(𝜏) = exp{−𝑗2𝜋𝜇𝑓(𝑡 + 𝜇𝑓)} 𝜂(𝜏, 𝑡) (4.9)  
式(4.9)は平均がゼロであるため、持続時間と帯域幅は次式で表せる。 
 
持続時間 ：  𝜎𝜏
2 = ∫ |𝜏𝜂0(𝑓, 𝑡)|
2𝑑𝑓
∞
−∞
 (4.10)  
 
帯域幅 ： 𝜎𝑓
2 = ∫ |𝑓𝛨0(𝑓, 𝑡)|
2𝑑𝑓
∞
−∞
 
 = ∫ |𝑓 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝜏𝑑𝜏|
2
𝑑𝑓
∞
−∞
 
 = ∫ |𝑓 ∙ ([𝜂0(𝜏) ∙
𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝜏
−𝑗2𝜋𝑓
]
−∞
∞
− ∫
𝑑
𝑑𝜏
∞
−∞
𝜂0(𝜏) ∙
𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝜏
−𝑗2𝜋𝑓
𝑑𝜏)|
2
𝑑𝑓
∞
−∞
 
 = ∫ |0 +
1
𝑗2𝜋
∙
𝑑
𝑑𝜏
𝛨0(𝑓)|
2
𝑑𝑓
∞
−∞
 
 =
1
4𝜋2
∫ |
𝑑
𝑑𝜏
𝜂0(𝜏)|
2
𝑑𝜏
∞
−∞
 (4.11)  
これを「関数の積分の二乗は関数の二乗の積分よりも常に小さい」というシュワルツノ方程式 
 
∫ |𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡
∞
−∞
∙ ∫ |𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡
∞
−∞
≥ |∫ 𝑓∗(𝑡) ∙ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞
−∞
|
2
 (4.12)  
に代入すると 
 
𝜎𝜏
2𝜎𝑓
2 ≥
1
4𝜋2
|∫ 𝜏𝜂0
∗ ∙
𝑑𝜂0(𝜏)
𝑑𝜏
𝑑𝑡|
2
 (4.13)  
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が成り立つ。 
 ここで式(4.13)右辺の絶対値について、次式の関係が得られる。 
 
|∫ 𝜏𝜂0
∗(𝜏) ∙
𝑑𝜂0(𝜏)
𝑑𝜏
𝑑𝑡| ≥ |Re [∫ 𝜏𝜂0
∗(𝜏) ∙
𝑑𝜂0(𝜏)
𝑑𝜏
𝑑𝑡]| (4.14)  
複素数の性質より 
 
Re [∫ 𝜏𝜂0
∗(𝜏) ∙
𝑑𝜂0(𝜏)
𝑑𝜏
𝑑𝜏] =
1
2
∫ 𝜏 (𝜂0
∗(𝜏)
𝑑𝜂0(𝜏)
𝑑𝜏
+ 𝜂0(𝜏) ∙
𝑑𝜂0
∗(𝜏)
𝑑𝜏
) 𝑑𝜏 
=
1
2
∫ 𝜏
𝑑
𝑑𝜏
(𝜂0
∗(𝜏)𝜂0(𝜏))𝑑𝜏 
=
1
2
∫ 𝜏
𝑑
𝑑𝜏
|𝜂0(𝜏)|
2𝑑𝜏 
= −
1
2
∫|𝜂0(𝜏)|
2 𝑑𝜏 
= −
1
2
 (4.15)  
式(4.13),(4.14),(4.15)より 
 
 𝜎𝜏
2𝜎𝑓
2 ≥
1
16𝜋2
 
∴ 𝜎𝜏𝜎𝑓 ≥
1
4𝜋
 (4.16)  
が得られる。これが時間‐周波数の不確定性原理である。 
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第5章 非線形性解析 
5.1 問題設定 
 半導体素子には非線形性特性が存在し、入力に存在しなかった周波数成分（高調波）が出力さ
れる。そしてそれらの波の合成として、歪波が発生する。つまり高調波は波形歪の発生要因であ
り、非線形性と高調波の関係性を理解することが重要である。 
 
 
 図 5.3(a) のCMOSスイッチの非線形性に着目し、トラックモードにおける非線形解析を行う。こ
こでCMOSのオン抵抗は入力電圧に依存して変化するため、CMOSスイッチを抵抗値が入力電
圧に依存して変化する可変抵抗として考える（図 5.3(b)）。そして MOS オン抵抗と高調波歪の影
響の明示式を導出する。 
 
入力
出力
理想（線形）
現実（非線形）
入力
出力
・・・
図 5.1 非線形性特性 
・・・
周波数
高調波
図 5.2 出力波形の周波数特性 
+
-
(a) CMOS 
+
-
(b) 可変抵抗 
図 5.3 サンプリング回路 
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5.2 オン抵抗と高調波歪の影響の明示式 
        
可変抵抗とキャパシタに着目すると図 5.4の回路について考えることができる。ここで、CMOS
のオン抵抗（𝑅𝑜𝑛）とゲート電圧（𝑉𝑔）の関係を図 5.5のように考えると、図 5.4及び図 5.5から以下
の方程式を得ることができる。 
 
𝐼(𝑡) =
𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝑜𝑢𝑡(𝑡)
𝑅𝑜𝑛
   (5.1)
 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐶𝑑𝑉𝑜𝑢𝑡(𝑡)   (5.2)
 
𝑅𝑜𝑛 = −
𝑅2 − 𝑅1
𝑉𝑔2 − 𝑉𝑔1
𝑉𝑖𝑛 + 𝑅2   (5.3)
 
入力電圧を図 5.6 とすると 
 𝑉𝑖𝑛(𝑡) = 𝐴sin(𝜔𝑡) + 𝑉𝐷𝐶    (5.4)
となり、式(5.1)～(5.4)より次式を得る。 
 
𝐶 {−
𝑅2 − 𝑅1
𝑉𝑔𝑠2 − 𝑉𝑔𝑠1
(𝐴sin(𝜔𝑡) + 𝑉𝐷𝐶) + 𝑅2}
𝑑𝑉𝑜𝑢𝑡(𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑉𝑜𝑢𝑡 = 𝐴sin(𝜔𝑡) + 𝑉𝐷𝐶    (5.5)
 ここで、𝑉𝑜𝑢𝑡にフーリエ級数展開を用い 
 𝑉𝑜𝑢𝑡 = 𝛽0 + ∑[𝛼𝑘sin(𝑛𝜔𝑡) + 𝛽𝑘cos(𝑛𝜔𝑡)]
𝑘
   (5.6)
と表す。 𝑘 = 3までを考慮した場合、式(5.6)は 
 𝑉𝑜𝑢𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1sin(𝜔𝑡) + 𝛽1cos(𝜔𝑡) 
+𝛼2sin(2𝜔𝑡) + 𝛽2cos(2𝜔𝑡) 
+𝛼3sin(3𝜔𝑡) + 𝛽3cos(3𝜔𝑡) 
  (5.7)
と書き直すことができる。式(5.7)を式(5.5)に代入し、𝛼𝑘 , 𝛽𝑘  を算出する。以下に算出結果を示す。 
  
図 5.4 可変抵抗とキャパシタ 図 5.5 𝑽𝒈と𝑹𝒐𝒏の関係 
図 5.6 入力電圧 
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𝛼0（分子） =
 
19 
 
𝛼0（分母） = 
 
 
 
 
  
20 
 
𝛼1 = 
 
 
 
  
21 
 
𝛼2 = 
 
 
 
 
 
 
  
22 
 
𝛼3 = 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
23 
 
𝛽1 = 
 
 
 
  
24 
 
𝛽2 = 
 
 
  
25 
 
𝛽3 = 
 
 
導出した𝛼𝑘 , 𝛽𝑘を次式に代入することで𝑘次高調波を計算することができる。 
 𝑘次高調波 = √(𝛼𝑘)2 + (𝛽𝑘)2   (5.8)
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5.2.1 導出式の考察 
 導出した式の特性の考察を行う。そこで、オン抵抗の傾きを変えることで非線形性の特性を変化
させ、その際の出力電圧の変化をみる。𝑅𝑜𝑛以外の回路パラメータは全て 1に設定し、𝑅𝑜𝑛だけを
変数として計算を行った。𝑅𝑜𝑛の変化のさせ方としては、オン抵抗がないときの電圧を 10V と設定
し、その点を基準に抵抗の傾きを変化させた。 
 
オン抵抗の非線形性と高調波の影響の算出結果を図 5.8に示す。 
  
図 5.8より、基本波は 0.1Vから 0Vへと徐々に収束していくことがわかる。それに対し高調波は
0Vから急峻に増加し、その後 0Vへと収束をしていることがわかる。つまり図 5.8は、少しでも非
線形性が存在するだけで高調波の影響が表れてしまうことを示している。 
 
  
図 5.7 非線形特性の変化 
基本波
2次高調波
3次高調波
出
力
電
圧
[V
] 
(対
数
表
示
)
の傾きの絶対値[Ω/V]
(a) 𝟎 ≤ 𝑹𝒐𝒏 ≤ 𝟏𝟎𝟎 
出
力
電
圧
[V
] 
(対
数
表
示
)
の傾きの絶対値[Ω/V]
(b) 𝟎 ≤ 𝑹𝒐𝒏 ≤ 𝟓 
図 5.8 非線形性と出力電圧の関係 
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5.3 オン抵抗と高調波歪の影響の明示式の検証 
 図 5.3(b)の回路を用いた SPICE シミュレーションにより導出式の妥当性を検証する。検証には
Transient 解析を使用し、SPICE シミュレーション解析と式(5.8)から導出される高調波の比較を
行う。SPICE 解析をするにあたり、可変抵抗はMOSスイッチと近似した電圧変化をするようにモ
デル化・設定した（図 5.9）。基にしたスイッチは TSMC 0.18μm CMOSのW=200μm NMOSで
ある。 
 
その他の回路パラメータを表 5.1に示す。 
表 5.1非線形性解析回路パラメータ 
𝑅 50 Ω 
𝐶 1 pF 
𝑉𝐷𝐶 0.5 V 
𝑉𝑖𝑛 0.5 V 
𝑓𝑖𝑛 100,250,500 MHz 
 
検証結果を図 5.10 に示す。得られたグラフに近似直線を引き、数値計算結果と解析結果の比較
をした。どの条件でも計算結果と解析結果がほぼ一致していることがわかる。つまり、導出式には
妥当性があることがわかる。 
5.4 まとめ 
 サンプリング回路のトラックモードでの NMOSオン抵抗の入力電圧依存性と高調波の関係を定
量的に導出した。そして、解析結果とSPICEシミュレーション結果を比較することで導出式の妥当
性を示すことができた。 
  
図 5.9 SPICEでの𝑽𝒈と𝑹𝒐𝒏の関係 
(b) 可変抵抗モデル 
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図 5.10 非線形性解析検証結果 
基本波
2次高調波
3次高調波
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第6章 有限アパーチャ時間の影響解析 
6.1 問題設定 
 
 図6.1より有限アパーチャ時間は変化しなくとも、信号が高周波化するとその間の信号変動の割
合は大きくなり、ローパス特性がより顕著になっていることがわかる。つまり高周波化が進む近年
において有限アパーチャ時間の影響はより顕著なものとなり、利得低下といった不利益をもたらし
てしまう。そこで有限アパーチャ時間の影響理解が必要であり、それらの関係性の明確化が重要
となっている。 
 図 5.3(a)のサンプリング回路において、トラックモードでは抵抗𝑅 とホールド容量𝐶 によって時定
数𝜏1 = 𝑅𝐶 の帯域制限が生じる。またスイッチのターンオフ時間（アパーチャ時間）がゼロでなは
なく有限の値𝜏2の場合もサンプリングの際に入力電圧の平均化がなされ、帯域制限が生じる。こ
の 2つの帯域制限の影響について明示的に導出する。 
  
ＨＳ
入
力
電
圧 時間
出
力
電
圧 時間
低周波信号
有限アパーチャタイム
ＨＳ
入
力
電
圧 時間
出
力
電
圧 時間
高周波信号
有限アパーチャタイム
図 6.1 信号の高周波化とアパーチャ時間 
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6.2 有限アパーチャ時間の影響の明示式の導出 
6.2.1 アパーチャ時間がゼロの理想的な場合 
 
 
 図 6.2, 図 6.3 の理想的な場合について考える。図 6.2 より 1 周期の電圧変化は以下のように
表せる。 
 
   𝑉𝐶((𝑛 + 1)𝑇) − 𝑉𝐶(𝑛𝑇) =
1
𝐶
∫
𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝐶(𝑡)
𝑅
𝑑𝑡
(𝑛+1)𝑇
𝑛𝑇
 
𝑉𝐶 ((𝑛 +
1
2
) 𝑇) − 𝑉𝐶(𝑛𝑇) =
1
𝑅𝐶
∫ {𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝐶(𝑡)}𝑑𝑡
(𝑛+1)𝑇
𝑛𝑇
   (6.1)
ここで、図 6.3の矩形波を周期的に考えると式(6.1)は 
 
𝑉𝐶 ((𝑛 +
1
2
) 𝑇) − 𝑉𝐶(𝑛𝑇) =
1
𝑅𝐶
∫ {𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝐶(𝑡)} ∙ 𝑤(𝑡 − 𝑛𝑇)𝑑𝑡
∞
−∞
   (6.2)
と表せる。また、周期化させた図 6.3の矩形波は以下のように表すことができる。 
 
𝑤(𝑡 − 𝑛𝑇) = 𝑤 (𝑛𝑇 +
𝑇
2
− 𝑡)   (6.3)
式(6.2), (6.3)より次式が得られる。 
 
𝑉𝐶 ((𝑛 +
1
2
) 𝑇) − 𝑉𝐶(𝑛𝑇) =
1
𝑅𝐶
∫ {𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝐶(𝑡)} ∙ 𝑤 (𝑛𝑇 +
𝑇
2
− 𝑡) 𝑑𝑡
∞
−∞
   (6.4)
 
T H
+
-
図 6.2 理想 RCサンプリング回路 
図 6.3 理想矩形波サンプリングパルス 
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 式(6.4)において 
𝑡 →  τ 
(𝑛 +
1
2
) 𝑇 →  𝑡 
𝑉𝑖𝑛(𝑡) − 𝑉𝐶(𝑡)  →  𝑓(𝜏) 
とすると次式に書き直すことできる。 
 
𝑉𝐶(𝑡) − 𝑉𝐶 (𝑡 −
𝑇
2
) =
1
𝑅𝐶
∫ 𝑓(𝜏) ∙ 𝑤(𝑡 − τ)𝑑𝜏
∞
−∞
   (6.5)
ここで、式(6.5)の右辺が式(3.6)の畳込み積分と同じ形をしていることがわかる。それを考慮し、式
(3.2), (3.4)のフーリエ変換の性質を用いて式(6.5)の両辺をフーリエ変換する。 
 
𝑉𝐶(𝑓) (1 − 𝑒
−𝑗
𝜔𝑇
2 ) =
1
𝑅𝐶
∙ {𝑉𝑖𝑛(𝑓) − 𝑉𝐶(𝑓)} ∙
𝑇
2
sinc (
𝑓𝑇
2
) ∙ 𝑒−𝑗
𝜔𝑇
4    (6.6)
6.2.2 アパーチャ時間が有限の場合 
 
 スイッチにターンオフ時間が存在する非理想的な場合について考える。そこで図 6.4の台形波を
サンプリングパルスとし、立下り時間 𝜏 を有限アパーチャ時間として考える。 
 
図 6.4 台形波スイッチングパルス 
(a) 大三角波 (b) 小三角波 (c) 台形波 
図 6.5 台形波の導出 
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台形波?̃?(𝑡)は図 6.5(a)大三角波から図 6.5(b)小三角波を減算することで得られる。 
 
?̃?(𝑡) =
𝑇
4𝜏
Λ (
𝑡
𝑇 4⁄
) − (
𝑇
4𝜏
− 1) Λ (
𝑡
𝑇 4⁄ − 𝜏
) 
=
1
𝜏
{
𝑇
4
Λ (
𝑡
𝑇 4⁄
) − (
𝑇
4
− 𝜏) Λ (
𝑡
𝑇 4⁄ − 𝜏
)}  (6.7)
式(3.5)を用いて式(6.7)をフーリエ変換すると 
 
?̃?(𝑓) =
1
𝜏
{
𝑇
4
∙
𝑇
4
sinc2 (
𝑓𝑇
4
) − (
𝑇
4
− 𝜏) ∙ (
𝑇
4
− 𝜏) sinc2 (𝑓 (
𝑇
4
− 𝜏))} 
 =
4
𝜔2𝜏
sin (𝜋𝑓 (
𝑇
2
−𝜏))  sin(𝜋𝑓𝜏)   (6.8)
となり、台形波サンプリングパルスのフーリエ変換?̃?(𝑓)を得ることができた。 
 ここで理想的な場合について考えると、式(6.6)は矩形波に対する式であり、矩形波の要素は式
(6.6)の右辺第三項に含まれている。そこで、その項を台形波要素の項（式(6.8)）で置き換えると、
台形波に対する式に変形することができる。 
 
𝑉𝐶(𝑓) (1 − 𝑒
−𝑗
𝜔𝑇
2 ) =
1
𝑅𝐶
∙ {𝑉𝑖𝑛(𝑓) − 𝑉𝐶(𝑓)} ∙ ?̃?(𝑓) ∙ 𝑒
−𝑗
𝜔𝑇
4  
=
1
𝑅𝐶
∙ {𝑉𝑖𝑛(𝑓) − 𝑉𝐶(𝑓)} ∙ {
4
𝜔2𝜏
sin (𝜋𝑓 (
𝑇
2
−𝜏))  sin(𝜋𝑓𝜏)} ∙ 𝑒−𝑗
𝜔𝑇
4    (6.9)
式(6.9)を変形することで次式が得られる。 
 𝑉𝐶
𝑉𝑖𝑛
=
sinc(𝜔𝜏2)
sinc(𝜔𝜏2) + 𝑗𝜔𝜏1
 
(𝜏1 = 𝑅𝐶  ,   𝜏2 = 𝜏 ) 
  (6.10)
これが有限アパーチャ時間の影響を考慮した RCサンプリング回路における伝達関数である。 
6.2.3 提案と従来伝達関数との整合性 
 式(6.10)において、アパーチャ時間がない場合 
 𝜏2 = 0  
について考えると、𝜏2を変数とする sinc関数は 
 sinc(𝜔𝜏2)  →  1  
となる。これを式(6.10)にあてはめると次式が得られる。 
 𝑉𝐶
𝑉𝑖𝑛
=
1
1 + 𝑗𝜔𝜏1
   (6.11)
式(6.11)はよく知られた RC ローパス回路の伝達関数である。つまり、導出した式(6.10)は従来の
伝達関数との整合性がとれていることがわかる。 
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6.3 実効アパーチャ時間 
 図5.9(a)より、𝑅𝑜𝑛の特性が約0.4～0.8Vの範囲で大きく変化していることがわかる。𝑅𝑜𝑛の特性
をより見るために、NMOSのゲート幅を変化させて同様に解析し、比較を行う。 
 
ゲート幅を変化させても約 0.4～0.8V の範囲で𝑅𝑜𝑛の特性が大きく変化していることがわかる。そ
こで、特性が大きく変化している電圧変化時間を実効アパーチャ時間として考えることにする。ゲ
ート電圧波形で考えると下図のようになる。 
 
 
  
Vg[V]
0 0.5 2.01.0 1.5
1
/R
o
n
[S
] 
（対
数
表
示
）
2μm
200μm
20μm
ゲート幅
図 6.6 ゲート幅ごとの𝑽𝒈と𝑹𝒐𝒏特性 
0
1.8V
実効アパーチャ時間：
図 6.7 ゲート電圧で見るアパーチャ時間 
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6.3.1 実効アパーチャ時間の算出 
 まず、NMOS がオンし始める電圧に対応する点 A を導出する。NMOS がオンするまでの領域
はサブスレッショルド領域であり、ゲート電圧とコンダクタンスは指数関係にある。そこで、方対数
表示である図 6.6のグラフに接線を引く。そして閾値電圧𝑉𝑡ℎとの交点を算出する。この交点をオ
ンし始める点とし、点 A とする。 
 
 次に、NMOS が完全にオンする電圧に対応する点 Bを導出する。ここで図 6.8からゲート幅が
10倍変化すると、グラフと交点 A も同様に 10倍ずつ推移していることがわかる。つまり、点 B も
同様に 10倍ずつ推移する点であると考えることができる。また、点 Bは点 Aを通る 
 𝑦 = 𝑎𝑒𝑏𝑥 + 𝑐            (𝑎, 𝑏, 𝑐：定数)   (6.12)
によって定義される線がグラフに交わる点として考えると、式(6.12)もゲート幅の変化とともに推移
すると判断できる。式(6.12)の𝑎, 𝑏, 𝑐 とグラフの関係性について下図にまとめる。 
 
図 6.9より𝑎, 𝑏, 𝑐は其々、下記の性質を決める要素であることがわかる。 
𝑎, 𝑐     ： 𝑦切片 
𝑎, 𝑏, 𝑐 ： 傾き、湾曲率 
図 6.8 NMOSがオンし始める点 A 
A
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図 6.9  𝒂,𝒃, 𝒄 とグラフの関係性 
35 
 
 式(6.12)は交点 Aを通過すると定義しているため 
 交点 A = (𝑉𝑡ℎ , 𝑦𝑉𝑡ℎ)   (6.13)
として式(6.12)に代入すると 
 𝑦 = (𝑦𝑉𝑡ℎ − 𝑐)𝑒
𝑏(𝑥−𝑉𝑡ℎ) + 𝑐   (6.14)
式(6.14)35 となり、𝑎 が無くなる。つまり𝑦切片を決める要素は𝑐 だけであることがわかる。そのた
め、グラフがゲート幅と同様に推移すると考えると𝑦切片も同様に推移するため、𝑦切片要素の𝑐 
はゲート幅を用いて 
 
𝑐 = 9 × 10−8
𝑊
𝐿
∙ 𝑐′   (6.15)
と定義する。 
 
𝑦 = (𝑦𝑉𝑡ℎ − 9 × 10
−8
𝑊
𝐿
∙ 𝑐′ ) 𝑒𝑏(𝑥−𝑉𝑡ℎ) + 9 × 10−8
𝑊
𝐿
∙ 𝑐′   (6.16)
𝑏, 𝑐′には傾きの要素が含まれている。ゲート幅に応じて点 A,B は推移するため、傾きはゲート幅
に大きく依存しないと考えられる。そこで、𝑏, 𝑐′はゲート幅に大きく依存しない閾値電圧を用いて以
下のように定義した。 
 
𝑏 =
1
𝑉𝑡ℎ
   (6.17)
 𝑐′ = 𝑉𝑡ℎ  (6.18)
式(6.17),(6.18)を式(6.16)に代入すると 
 
𝑦 = (𝑦𝑉𝑡ℎ − 9 × 10
−8
𝑊
𝐿
∙ 𝑉𝑡ℎ) 𝑒
(
𝑥
𝑉𝑡ℎ
−1)
+ 9 × 10−8
𝑊
𝐿
∙ 𝑉𝑡ℎ   (6.19)
が得られ、図 6.8に書き足すと下図が得られる。 
 
A
B
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図 6.10 NMOSが完全にオンする点 B 
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点 A と点 Bには電圧差があり、この電圧差に対応する電圧変化時間を実効的なアパーチャ時間
として考える。そのため、ゲート電圧の振幅値1.8Vに対する点A-B間の電圧差の割合は、ゲート
電圧に対する実効アパーチャ時間の割合であり、 
 電圧差/1.8  
から算出することができる。実効アパーチャ時間に対応する電圧差と割合の算出結果を表 6.1 に
示す。 
 
表 6.1 実効アパーチャ時間の算出結果 
ゲート幅[μm] 
実効アパーチャ時間に対応する電
圧差[V] 
実効アパーチャ時間の割合 
200 0.37 0.37/1.8 
20 0.43 0.43/1.8 
2 0.44 0.44/1.8 
 
 
6.4 アパーチャ時間を考慮した明示式の検証 
6.4.1 検証方法 
        
 図 6.11 の回路を用いて式(6.10)と実効アパーチャ時間の影響の妥当性をトランジスタレベルで
検証した。検証には SPICE シミュレーションの Transient 解析を使用し、スイッチには TSMC 
0.18μm CMOS の NMOS を使用した。また、アパーチャ時間の値をより多く取るため、ゲート
には図 6.12 の電圧波形を印加した。SPICE シミュレーションに用いた回路パラメータを表 6.2
に示す。 
  
+
-
図 6.11 SPICE解析に用いた回路 図 6.12 ゲート電圧波形 
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表 6.2 アパーチャ時間解析回路パラメータ 
𝑅 50 Ω 
𝐶 1 pF 
𝑇 0.1 μs 
𝑉𝑖𝑛 0.15 V 
𝑉𝐷𝐶 0.15 V 
𝑉𝑔 0~1.8 V 
𝐿 180 nm 
𝑊 2, 20, 200 μm 
 
 
式(6.10)から得られる理論値の計算には回路に接続した抵抗だけでなく NMOS のオン抵抗も
考慮して計算をする。オン抵抗の値にはゲート電圧1.8V時の値を用いた。ゲート幅毎のオン抵抗
𝑅𝑜𝑛を表 6.3に示す。 
 
表 6.3 ゲート幅毎のオン抵抗（Vg=1.8V） 
𝑊 [μm] 𝑅𝑜𝑛[Ω] 
200 2.7 
20 27 
2 274 
 
解析には等価時間サンプリングを用いて出力振幅値を算出し、利得を算出した。また、解析結果
と理論値は、-3dB帯域で比較を行った。 
6.4.2 検証結果 
導出した理論値及び実効アパーチャ時間の正当性の検証結果を図 6.13に示す。 
図 6.13（右）は理論値と解析結果がほぼ一致していることがわかる。図 6.13（左）は実効アパー
チャ時間を考慮しない場合、図 6.13（右）は実効アパーチャ時間を考慮した場合である。つまり、
実効アパーチャ時間を考慮することの有効性を示すことができた。 
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図 6.13 検証結果 
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6.4.3 更なる妥当性の検証 
RC, W のパラメータを変化させ、理論値と解析結果の比較を行った。比較結果を図 6.14
（R=50Ω, C=10pFに設定）、図 6.15（R=50Ω, C=0.1pFに設定）に示す。 
図 6.14、図 6.15 より、実効アパーチャ時間を考慮すれば理論値と解析結果がほぼ一致すると
いう結果が得られた。つまり、導出した式はパラメータ変動にも対応していることを示すことができ、
導出式の妥当性を示すことができた。 
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図 6.14 R=50, C=10pでの検証結果 
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6.5 まとめ 
サンプリング回路における有限アパーチャ時間の影響を考慮したシンプルな伝達関数の
式を導出した。また、実際のMOSサンプリング回路ではNMOSスイッチのゲート立下り時間
がアパーチャ時間として作用するのではなく、NMOSスイッチのオン抵抗が大きく変化するゲ
ート電圧近傍の変化時間が実効的なアパーチャ時間として作用することを解明した。この実
効的なアパーチャ時間の導出式を考案し、それを用いて導出式から計算した結果とSPICEシミュ
レーション結果が一致することを確認することで、導出式の妥当性を示すことができた。つまり、ア
パーチャ時間の影響を考慮した簡単かつ精度の良い式を導出することができた。 
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(a-1) 実効アパーチャ時間考慮なし (a-2) 実効アパーチャ時間考慮 
(b)𝑊 = 2μm 
(b-1) 実効アパーチャ時間考慮なし (b-2) 実効アパーチャ時間考慮 
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図 6.15 R=50, C=0.1pでの検証結果 
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第7章 時間と周波数の不確定性関係 
7.1 問題設定 
 波形取得にはサンプリングが必要であり、RC時定数と遮断周波数にはトレードオフの関係が存
在する。また、サンプリング回路には高周波領域で顕在化する非理想特性のアパーチャ時間が
存在し、周波数特性に影響を与えている。 
7.1.1 時定数と遮断周波数 
                   
  
 RC回路の時定数と遮断周波数には次式の関係がある。 
 
𝜔ℎ =
1
𝜏1
 
𝜏1 ： 時定数𝑅𝐶,   𝜔ℎ ： 遮断周波数 
(7.1)  
式(7.1)より、時定数と遮断周波数にはトレードオフの関係があり、両者を任意に小さくすることは
できないという不確定性関係が存在していることがわかる。 
  
図 7.1 RC回路 
図 7.2 利得と遮断周波数の関係 
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7.1.2 アパーチャ時間と遮断周波数 
 アパーチャ時間が長くなった場合、遮断周波数は小さくなる。 
 
7.1.3 時間関数と帯域幅 
 7.1.2, 7.1.3節より、時間関数と帯域幅には以下の関係があることがわかる。 
 
7.1.4 高性能化と量子力学 
 近年、電子機器の高性能化は急速に進んでおり、技術革新は究極的な限界に向かって進展し
ている。そのため、量子力学のような考えを取り入れて現象を解析することが必要であると言える。
そこで、RC 時定数・帯域幅・アパーチャ時間の関係からサンプリング回路における不確定性関係
を導出する。 
  
時間関数
小
大
帯域幅 : 
広
狭
アパーチャ時間：増 遮断周波数：小
図 7.3 アパーチャ時間と遮断周波数の関係 
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7.2 アパーチャ時間を考慮した不確定性関係の導出 
 式(6.10)（アパーチャ時間の影響を考慮した伝達関数）が遮断周波数になる場合について考え
る。 
 
         |
𝑉𝐶
𝑉𝑖𝑛
| = |
sinc(𝜔𝜏2)
sinc(𝜔𝜏2) + 𝑗𝜔𝜏1
| 
         √
  1  
  2  
= √
sinc2(𝜔𝜏2)
sinc2(𝜔𝜏2) + (𝜔𝜏1)2
 
sinc(𝜔𝜏2) = 𝜔𝜏1 
(7.2)  
ここで sinc関数を 2次の項までテイラー展開する。 
 
sinc(𝑥) = ∑
(−1)𝑛
(2𝑛 + 1)!
∞
𝑛=0
𝑥2𝑛 
  ≅ 1 −
1
3!
𝑥2 (7.3)  
sinc関数と式(7.3)のグラフを以下に示す。 
 
図 7.4より 
 
sinc(𝑥) ≥ 1 −
1
3!
𝑥2  (7.4)  
という大小関係が得られる。そのため、式(7.2)は 
 
𝜔𝜏1 ≥ 1 −
1
3!
(𝜔𝜏2)
2 (7.5)  
と表すことができ、時間と帯域幅を以下のように定義すると 
 時定数       :  𝜏1 →  𝜎𝜏1 
帯域幅                 :  𝜔 →  𝜎𝜔 
 
2 4 6 8 10
2.0
1.5
1.0
0.5
0.5
1.0
図 7.4 sinc関数とテイラー展開近似の比較 
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式(7.5)は次式に書き直すことができる。 
 
𝜎𝜔𝜎𝜏1 +
1
6
(𝜎𝜔𝜏2)
2 ≥ 1 (7.6)  
7.3 考察 
7.3.1 ローパスフィルタ設計の場合 
一般的に知られている時間と周波数の不確定性関係 
 
𝜎𝜏𝜎𝜔 ≥
1
2
 (7.7)  
をローパスフィルタを設計する場合について考えると、各標準偏差は 
 𝜎𝜔 ∶  帯域 
𝜎𝜏  ∶  時定数 
 
と考えることができ、式(7.7)は帯域を狭めるには時定数を大きくしなければならないということを示
している。つまり時定数を RC と考えると、帯域が狭いローパスフィルタはチップ面積を大きくしな
ければならないということを示している。 
7.3.2 高周波サンプリングの場合 
 𝜎𝜔 ∶  帯域 
𝜎𝜏  ∶  アパーチャ時間 
 
高周波サンプリングをする場合、各標準偏差を上記のように考えると式(7.7)の不等式はアパー
チャ時間を小さくしなければ帯域を広くできないということは示していない。そこで、式(7.7)の等号
が成立する場合である周波数分布と時間波形が正規分布をとる場合について考えると次式が得
られる。 
 
 
𝜎𝜏𝜎𝜔 =
1
2
 (7.8)  
式(7.8)は、アパーチャ時間を小さくしなければ帯域は広くできないということを示している。 
(a) 時間波形 (b) 周波数分布 
図 7.5 正規分布 
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7.3.3 アパーチャ時間とオン抵抗の両方を考慮した高周波信号サンプリングの場合 
式(7.6), (7.8)より二つの時間関数を考慮した高周波信号サンプリングの不確定性関係は次式で
表せる。 
 
𝜎𝜔𝜎𝜏1 +
1
6
(𝜎𝜔𝜏2)
2 = 1 (7.9)  
 𝜎𝜔  ∶  帯域 
𝜎𝜏1 ∶  時定数 
𝜏2   ∶ アパーチャ時間 
 
式(7.9)より、オン抵抗が存在する場合、同じ帯域を得るにはアパーチャ時間を小さくしなければい
けないことがわかる。 
7.4 離散フーリエ変換における時間・周波数の関係 
 離散フーリエ変換(DFT)には以下の関係があり、 
 𝑇𝑆 = 1 𝑓𝑆⁄  (7.10)  
 𝑓𝑆 ∶サンプリング周波数 
𝑇𝑆 ∶サンプリング周期(= ∆𝑡) 
 
N点で DFTすると周波数分解能 ∆𝑓 は 
 ∆𝑓 = 1 (𝑇𝑆 ∙ 𝑁)⁄  (7.11)  
となり、時間・周波数の関係が導出できる。 
 ∆𝑓 ∙ ∆𝑡 = 1 N⁄  (7.12)  
 量子力学の位置と運動量の不確定性関係は、信号処理における時間と周波数に対応させて考
えることができる。そのため、一般的に不確定性原理は 
・ ハイゼンベルクの不確定性原理 
・ 信号処理の不確定性原理 
 
のことを述べている。 
 ここで、不確定性の基本原則を以下の 3点に求めると 
① 量子力学のハイゼンベルクの不確定性原理と類似関係にある。 
② シュワルツの不等式から導き出せる。 
③ 分布の広がりを問題にしている。 
拡がり具合をΔ偏差で表すことができる。 
 
7.3 節で議論した不確定性関係は不確定性原理の一つの拡張形であると判断できる。これに対し、
信号処理の不確定性原理は現象（波形）をフーリエ変換でみた時の性質であるため、DFTの時
間・周波数の関係はフーリエ変換の性質として捉えることができる。 
 つまり、時間・周波数の関係において 7.3節は厳密な意味で不確定性原理の表現、広く解釈す
るとどちらも時間と周波数の不確定性関係として捉えることができると判断できる。  
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7.5 今後の検討課題 
 時間と周波数の不確定性関係にプランク定数ℎ の観点を取り入れたい。そして不確定性関係に
次元を与え、物理領域との繋がりを示す。 
7.5.1 光と運動エネルギー 
 例として光と運動エネルギーの関係性について示す。時間と周波数の不確定性関係は 
 ∆ω∆𝜏 ≥ 1 2⁄  (7.13)  
であり、両辺にℎ 2𝜋⁄  を乗算すると次式が得られる。 
 ℎ
2𝜋
∆ω ∙ ∆𝜏 ≥
ℎ
4𝜋
 (7.14)  
ここで、光のエネルギーは 
と表せるため、次式が得られる。 
これは、フーリエ級数の不確定性関係から量子力学の不確定性原理が導出できたことを示してい
る。この考えは光を電子に置き換えても成立するため、電子回路も不確定性原理の制約を受ける
のではないかと考えた。 
7.5.2 小澤の不等式 
 現在、ハイゼンベルクの不確定性原理に補正項を加えた小澤の不等式が発表されている。 
 
∆𝑥∆𝑃 + 𝜎𝑃∆𝑥 + 𝜎𝑥∆𝑝 ≥
ℎ
4𝜋
 (7.17)  
これは測定誤差∆ と量子ゆらぎσ の関係を定式化している。式(7.17)を時間とエネルギーの関係
で考えると 
 
∆𝐸∆𝑡 + 𝜎𝐸∆𝑡 + 𝜎𝑡∆𝐸 ≥
ℎ
4𝜋
 (7.18)  
 ∆𝑡：測定時間の測定誤差 
𝜎𝑡：測定時間の量子揺らぎ 
∆𝐸：光子エネルギーの測定誤差 
𝜎𝐸：光子エネルギーの量子揺らぎ 
 
が得られる。ここで、測定誤差∆𝑡 = 0 の測定ができたとしても式(7.18)は 
 
𝜎𝑡∆𝐸 ≥
ℎ
4𝜋
 (7.19)  
 
𝐸 =
ℎ
2𝜋
∙ 𝜔 (7.15)  
 
∆𝐸 ∙ ∆𝜏 ≥
ℎ
4𝜋
 (7.16)  
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となり、𝐸 = ∞ になることはない。そのため、時間ゆらぎからエネルギーの測定誤差を求めること
ができる。 
 続いて 
 
∆𝑡 =
1
2
𝜎𝑡 ,   ∆𝐸 =
1
2
𝜎𝐸 (7.20)  
の測定ができた場合について考えると、 
 ∆𝐸∆𝑡 = 1 4⁄  𝜎𝐸 𝜎𝑡 
𝜎𝐸∆𝑡 = 1 2⁄  𝜎𝐸 𝜎𝑡 
𝜎𝑡∆𝐸 = 1 2⁄  𝜎𝐸 𝜎𝑡  
という式が得られる。これらを式(7.18)に代入すると 
 5
4
𝜎𝐸𝜎𝑡 >  𝜎𝐸𝜎𝑡 ≥  
ℎ
4𝜋
 (7.21)  
という関係が導出される。式(7.21)は、小澤の不等式ならば量子ゆらぎ 1/2 の精度で時間とエネ
ルギーの測定を実現できるということを表している。つまり、ハイゼンベルクの不確定性原理よりも
高精度な粒子の精密測定が可能になるということである。そこでこの考えを回路に適用し、測定
限界を超えたより高精度な測定が回路領域でも成立するのではないかと考えた。そのため、回路
に不確定性原理の考えを取り入れ、回路測定という見地から小澤の不等式の検証をしたいと考え
ている。 
7.6 まとめ 
  RC 時定数、アパーチャ時間、帯域のトレードオフの関係を明確に示し、サンプリング回路にお
ける不確定性関係を示した。また、時間と周波数の不確定性関係に次元を与え、物理領域との繋
がりを示すことを今後の検討課題として提示した。そして光と運動エネルギーの関係性を例にあ
げたことで、電子回路における不確定性原理の考えを示した。最終課題として、回路の不確定性
原理と回路測定という考えから小澤の不等式の検証を行いたいという所見を述べた。  
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第8章 結論 
本研究ではサンプリング回路の理論的基礎の確立を目的に研究を行った。 
・ 非線形性解析 
 半導体素子の非線形性に着目し、非線形性と高調波の関係性について研究を行った。そし
て、サンプリング回路のトラックモードにおけるNMOSオン抵抗の入力電圧依存性と高調波の
関係を明確に示し、SPICEシミュレーションも用いることで導出式の妥当性を示した。 
・ 有限アパーチャ時間の影響解析 
 信号の高周波化に伴い影響が顕著になる有限アパーチャ時間の影響に着目し、その影響を
考慮した伝達関数を導出した。そして、NMOS スイッチのオン抵抗が大きく変化するゲート電
圧近傍の変化時間が実効的なアパーチャ時間として作用することを解明した。実効的なアパ
ーチャ時間の導出式を考案し、SPICEシミュレーションを用いて式の妥当性を示した。 
・ 時間と周波数の不確定性関係 
 RC回路の時定数と遮断周波数にはトレードオフの関係がある。また、サンプリング回路には
高周波領域で顕在化し、ローパス特性を有するアパーチャ時間が存在する。これらの関係性
から、有限アパーチャ時間の影響を考慮したサンプリング回路での不確定性関係の導出を行
った。そしてRC時定数、アパーチャ時間、帯域のトレードオフの関係性を導出し、サンプリング
回路における不確定性関係を示した。今後の検討課題として、回路測定という立場から小澤
の不等式の検証を行いたいという考えを示した。 
サンプリング回路における非理想特性の影響をいくつかの視点から明示的に導出し、妥当性を確
認することができた。また、時間と周波数の不確定性関係についても示すことができた。 
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